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RÉSUMÉ. — Soit .7-\(§") l'espace des densités tensorielles sur S" de degré A (ou, de 
façon équivalente, des densités conformes de degré —An). Cet espace est muni d'une 
structure de Difî(§")- et de Vect{§")-module, et nous démontrons dans un premier 
temps qu'en tant que SO(n + 1, l)-module, il est infinitésimalement équivalent au 
module associé à une représentation induite de la série principale du groupe connexe 
SOo(i + 1, 1), plus précisément de la série spliérique nonunitaire sur l'espace C°°(§"). 
A partir des propriétés de cette dernière, nous classifions selon les valeurs de A les 
sous-(o(n + 1, 1), SO(n + l))-modules irréductibles et unitaires de ^xi'^")- 

Abstract {Représentations of the conformai Lie algebra on the space of tensor den- 
sities on the sphère) 

Let be the space of tensor densities on S" with degree A (or, equivalently, 

of conformai densities with degree A). This space is embedded with a structure of 
Difî(S")- and Vect(S")-module, and we first prove that as a SO(n + 1, l)-module, 
it is infinitesimally équivalent to an induced module from the principal séries of the 
connected group SOo(n. + 1, 1), precisely from the nonunitary spherical séries on the 
space C°°(S"). In function of A, (0, i<')-simple and unitary submodules of J^x(S") are 
therefore classified. 
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1. Introduction et résultats principaux 

L'espace !F\{M) des densités tensorielles de degré A sur une variété M est 
l'espace des sections lisses du fibré Aa(M) = |A"r*M|®^ sur M. Cet es- 
pace est utilisé dans les problèmes liés à la quantification géométrique, et plus 
récemment dans le domaine de la quantification équivariante. Son introduc- 
tion permet par exemple d'éviter l'écueil de la non compatibilité de l'action 
des opérateurs différentiels avec celle du groupe des difféomorphismes de M (et 
donc de l'algèbre de Lie Vect(Af)) sur l'espace C°°{M) : l'exemple le plus célèbre 
est l'espace des opérateurs de Sturm-Liouville A — + u{x), qui agissent de 
^_i(R) vers J-"3(R). Il est de même aujourd'hui bien connu (voir par exem- 
ple [^) que les seuls opérateurs différentiels linéaires conformément invariants 
(i.e. dont l'action commute avec celle de l'algèbre de Lie conforme o{n + 1, 1)) 
sur J\x(R") sont les "puissances du Laplacien" : pour tout A: G N, il existe un 
unique (à constante près) opérateur différentiel linéaire o(p+ 1, 17+ l)-invariant 
d'ordre k : 

A.2k '• ^ n-2k > IF n + 2k 

et il n'existe pas d'autre opérateurs différentiels linéaires o{p+\, (7+l)-invariants 
d'ordre k>làeT\ vers JF^. 

De la même façon, la classification des opérateurs différentiels bilinéaires 
conformément invariants a été récemment effectuée (|p^), qui généralise la 
notion de transvectants ou de crochets de Rankin-Cohcn. 

Notre travail s'inscrit à la croisée de deux champs d'investigation : celui de la 
géométrie bien sûr, eu égard à la prépondérance des densités tensorielles dans 
le domaine de la géométrie différentielle, et, partant, de la physique théorique, 
mais également celui de la théorie des représentations, l'enjeu étant la clas- 
sification exhaustive des espaces T\{M) en tant que Diff (M)-modules (sous- 
modules, modules équivalents, etc.) 

Dans cet article, nous considérons précisément l'espace J-a(§") des densités 
tensorielles sur la sphère S". Le sens géométrique de cette étude réside dans 
le fait que le groupe conforme SO(n -1-1,1) agit naturellement sur S", ce qui 
confère à J-\{W^) une structure de SO(n + 1, l)-module, et par conséquent de 
o(n -|- 1,1)- et de SO(n + l)-module. Nous ferons naturellement usage de la 
classification des représentations du groupe conforme, décrite par M. Takeshi 
Hirai (|]) ainsi que MM. Klimyk et Gavrilik (|Ô)). 

Donnons quelques précisions sur les résultats que nous allons démontrer et 
les méthodes employées : 

Rappelons que si G est un groupe de Lie, K un sous-groupe compact de G, et 
g et É sont leurs algèbres de Lie respectives, on appelle (g, if )-module un espace 
vectoriel complexe E muni d'une représentation de q et d'une représentation 
de K vérifiant 
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1. {Adk ■X)-e = k-X-k-^ -e ykeK,X eg,e€E 

2. pour tout e € E, K-e engendre un sous-espace vectoriel de dimension finie 
F (on dit que e est if-fini), la représentation de K dans F est continue 

et on a, pour tout X ^î, X ■ e = -^{cxptX) ■ e\t=o- 

Nous notons à présent G = S0o(n-|-1, 1), composante connexe de l'identité dans 
SO(n + 1, 1), g = o(n + 1, 1), K = SO(n + 1), et HiK) l'espace des vecteurs 

/T- finis de JF;^(§"). Le résultat final de notre travail est la classification, selon 
les valeurs de A, des sous-(0, _R')-modules simples et unitaires de Ti.{K). 

Dans un premier temps, nous démontrons que la représentation du groupe 
conforme SO(n + 1,1) sur J^\{S"') est infinitésimalement équivalente à une 
représentation induite de la série principale du groupe G = SOo(n + 1,1), 
plus précisément de la série dite sphérique nonunitaire : notons G = KAN la 
décomposition d'Iwasawa de G, p la demi-somme des racines restreintes posi- 
tives de la paire (o(ïi + 1, 1), a), A = cxpa. Nous considérons la représentation 
induite par le sous-groupe parabolique minimal M AN de G, en faisant le choix 
de la représentation triviale du sous-groupe M = SO(n), centralisateur de A 
dans et d'une représentation de dimension 1 de A. Nous noterons, pour 
tout élément h de A, ^{h) = exp(i/(log /i)), i/ G a*. Les notations assimilent un 
élément de o* et sa valeur en l'élément matriciel H = £„+i^„_|_2 + En+2,n+i- 
La décomposition d'Iwasawa montre que la représentation induite en question, 
que nous noterons lnd^^jv(0 (g) u), prend effet sur l'espace des fonctions de 
Û'{K/M) = £^(S"), et les opérateurs de cette représentation sont donnés, 
pour g G G, par 

lnd^^;v(0 <2) v){g)f{k) = exp(-!/(log/i))/(fcg), avec g~^k = kghn e KAN. 

Lorsque i/ varie dans C, nous obtenons ainsi les représentations de la série 
dite sphérique nonunitaire, qui munissent l'espace £^(S") d'une structure de 
G- module. Nous désignons alors par C^(S") le sous-module formé des éléments 
de classe C°°. Nous démontrons le résultat-clé suivant : 

Théorème 1.1. — J^xiS"') et C^f (S") sont des Q-modules isomorphes si et 
seulement si u = nX, et cet isomorphisme est compatible avec l'action de K. 

La démonstration de ce résultat présente l'intérêt (et la difficulté !) d'exposer 
des calculs explicites sur un groupe de Lie, en l'occurence le groupe conforme, 
au moyen notamment de la décomposition d'Iwasawa. Elle s'appuie par ailleurs 
sur des considérations cohomologiques simples mais d'une grande utilité. 

En utilisant les propriétés des représentations de la série sphérique nonuni- 
taire, nous classifions dans un second temps les sous-(0, -ff )-modules simples et 
unitaires de ^.{K). Cette classification est la suivante : 
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Théorème 1.2. — 1. Si X ^ l/n pour tout l <E Z, ou si, pour n > 1, 
A £ . . . , ^^7^}, alors JFa(S") contient un unique (g, K)-module simple 
T-L(K), qui s'identifie à l'espace des polynômes harmoniques en les coor- 
données cartésiennes sur S". Ce module est unitaire si et seulement si 
X=\+ia, a£W, ouX e]0, 1[\{^}. 

2. Si X = —l/n, l G N, TiÇK) admet un unique sous-{q, K) -module simple, 
de dimension finie, formé de ses éléments de degré < l. Il est de plus 
unitaire pour A = 0. 

3. Si n = 1 et X = l, l £ W, Ti-^K) admet deux sous-{q, K) -modules sim- 
ples, unitaires et de dimension infinie, dont la somme est l'ensemble des 
éléments de Ti.{K) de degré > l. 

4. Si n > 1 et X ~ l -\- l/n, l G N, 'H{K) admet un sous-{g, K) -module 
simple, unitaire pour X — et de dimension infinie, formé de ses éléments 
de degré > l -\- 1. 



Remarque 1.3. — Le résultat obtenu contient également la classification des 
sous-quotients simples de l'espace des vecteurs if-finis, ce que la démonstration 
mettra en exergue. 

D'autre part, nous obtenons dans le même temps tous les sous-G-modules 
fermés de J-"a(S") (d'après ||rï|, théorème 8 .9.) , et la connexité de G implique 



que l'on obtient dans le cas (2) du théorème 1.2 tous les sous g-modules simples 
de dimension finie de JFa(§")- 

Nous commencerons par présenter l'espace des densités tensorielles sur la 
sphère, puis la série sphérique nonunitaire du gro upe SO o(n -|- 1, 1), pour en- 



treprendre ensuite la démonstration des théorèmes 1.1 et 1.2 



2. Densités tensorielles 

2.1. Structures de g- et i^-module. — Soit J^a(S") l'espace des densités 
tensorielles de degré A G C sur la sphère S". Cet espace est de façon naturelle 
muni d'une structure de DifF(S")- et Vect(§")-module. En tant qu'espace vec- 
toriel, J-'a(§") est isomorphe à l'espace de fonctions lisses à valeurs complexes 
C£°(S"), mais l'action d'un champ de vecteurs X = de l'algèbre 

de Lie Vect(S" ) est donnée par la dérivée de Lie de degré A 

(1) L^x=X'^ + XDiv{X), 

indépendamment du choix du système de coordonnées. Explicitement, si if € 
JFa(S"), et si nous notons fl la forme de volume 

il — dxi A • • • A dxn, 
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la formule (|^) se lit 

n 

dxi dx 



L^Mxi, . . . ,x„)(17)^) = ^(X*-^ + A— ^)(xi, . . . ,x„)(f7)^ 



L'algèbre de Lie o{n + 1, 1) des transformations conformes infinitésimales, que 
nous désignons plus brièvement par algèbre de Lie conforme, est engendrée par 
les champs de vecteurs 

dsi 

(2) g 

oii (si, . . . , s„) sont les coordonnées stéréographiques sur la sphère S". 

Nous considérons l'espace J-\{S") comme un g = o{n + 1, l)-module, au moyen 
de la formule (|ï|) et des champs de vecteurs (||). D'autre part, nous déduisons 
de l'action du groupe DifF(§") celle du sous-groupe K = SO(n+ 1), donnée par 
la représentation dite régulière à gauche 

(3) (fco-/)(fc) =/(fco~'fc)> 

où /co e ii', A; e S" ~ SO(n + 1)/S0(n). La structure de i^-module de JPa(S") 
est donc ainsi explicitée. 

Nous décrivons ci-après comment nous pouvons utiliser les coordonnées 
cartésiennes pour décrire la structure de g-modulc de !F\{§^), ce dont nous 
ferons usage par la suite. 

2.2. Module des fonctions homogènes sur R"+^ \ {0}. — Nous notons 
C^x{n+i)i^"^^ \ {0}) l'espace des fonctions lisses sur M"+-'^ \ {0}, homogènes 
de degré — (n + 1)A, i.e. telles que 

f{axo,...,aXn) = Q:"'^"+^^-^/(a;o, . . . ,x„). Va e C. 

Cet espace est naturellement muni d'une structure de Vcct(R"+^)-module, l'ac- 
tion d'un vecteur étant donnée par la dérivée de Lie le long de ce vecteur. 
Désignons par Cj^^^_|_j^j (R"+^ \ {0}|sn) la restriction de cet espace aux fonc- 
tions sur Nous lui attribuons une structure de DifF(S")-module, héritée de 
celle de J-\{S"), de la manière suivante : 

Proposition 2.1. — (10 j L'espace T\{E>") est isomorphe en tant que 
BiS {S") -module à l'espace C^x{,i+i)(^"^^ \ 
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Explicitement, si € ^aIS") et si nous notons ti, . . .tn les coordonnées pro- 
jectives sur S" et xq,xi, . . . ,Xn les coordonnées cartésiennes sur cet 
isomorphisme, que nous appelons relèvement, est donné par 

(4) ^{ti, . . . t„)(dti A • • • A dtn)^ ^ ipi^, ^)(^o)-(»+i)\ 

Xq Xo 

Bien entendu, il correspond à ce relèvement un "relèvement des champs de 
vecteurs", faisant correspondre aux champs (|^) qui agissent par la dérivée de 
Lie de degré A sur J-"a(S"), des champs de vecteurs en coordonnées cartésiennes, 
qui agissent par la dérivée de Lie standard (degré 0) sur C^(^jj_|^-^-| (R"+^ \ {0}). 
N'en ayant pas ici l'utilité, nous n'explicitons pas ces champs. 

2.3. Polynômes harmoniques. — Par la suite, il nous sera nécessaire de 
nous placer alternativement dans chacun des espaces C^j-^^-^^ (K"+^ \ {0}|sn) 
et J-'a(S"), utilisant à cette fin l'isomorphisme que nous venons de décrire. Nous 
ferons en particulier un large usage des polynômes harmoniques dans ]R"^^|sii, 
i.e des polynômes en les n + 1 variables réelles xq, . . . , a;„, restreints à la sphère 
et appartenant au noyau du Laplacien standard 

dxl dxl ■ 

Parmi ces polynômes, nous considérons en particulier les éléments 

'^il = {XQ+ÏXi)\ 

où nous avons noté i = ^/ —\. Afin d'expliciter un exemple concret, mais aussi 
parce que nous en aurons besoin, montrons comment ipu peut être considéré 
comme un élément de l'espace J^a(S" ) : à l'aide de la relation x§ + • • • + = 1, 
nous obtenons 

_ (xq + IXiY 

(a;5 H h a;2)2+-^— 

et vérifions facilement que il>ii G Cf°(„_^j-,;^(R"+^ \ {0}|s"). 

Remarque 2.2. — L'action d'un élément de l'algèbre de Lie o(n + 1) sur 
ipii ne fait pas intervenir A : il suffit d'appliquer un opérateur infinitésimal 

ïfe— xi— — de o{n + f ) pour s en convaincre. 

oxi dxk 

Utilisant maintenant l'isomorphisme (^, nous obtenons l'image de "01; dans 

{1 + tl + ■ ■ ■ + tl)2+^ — 

(par commodité nous la désignons aussi par ipu), cette expression étant 
évidemment donnée en coordonnées projectives. 11 nous reste alors à ap- 
pliquer les champs (|^) exprimés dans ces coordonnées, si nous souhaitons 
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obtenir les images de tpu par l'action des champs de o{n + 1,1). Utilisant 
à nouveau (^), nous obtiendrons les expressions de ces images dans l'espace 
C^.(„+i)(K"+^\{0}|s"). 

3. Représentations de la série sphérique nonunitaire 

L'idée principale de notre travail de classification réside dans l'identification 
de comme module induit : il s'agit d'un module de la série principale 

des représentations du groupe SOo(n + 1, 1), plus précisément de la série dite 
sphérique nonunitaire. Nous décrivons ci-après la construction de cette série 
(que l'on trouvera exposée dans l'ouvrage ||ï^ de MM. Klymik et Vilenkin). 

3.1. Description. — Avant de considérer plus précisément le groupe con- 
forme, nous donnons quelques résultats généraux. Soit G un groupe de Lie 
linéaire non compact, K son sous-groupe compact maximal. On note g l'algèbre 
de Lie de G, et É celle de K, qui est une sous-algèbre de g. Il existe dans g un 
isomorphisme involutif 9, l'involution de Cartan, pour lequel 6 est le sous-espace 
stationnaire. Le sous-espace {X : 6X ~ ~X} dans g est noté p. Nous avons 
alors 

Cette décomposition se transforme par l'application exponentielle g — > G, en 
la décomposition G ~ KP de G, on P — expp. 

Soit o une sous-algèbre commutative maximale de p. La dimension de a est 
appelée le rang de g et de G. Le sous-groupe 

A = exp a 

est commutatif. 

Les opérateurs de représentation adjointe adiï, H £ a, sont anti-hermitiens 
pour le produit 

{X,Y) = -Tr(adXad(6iy)), X,Y e Q, 
et par conséquent nous avons la décomposition 

(5) = 0O + Xlfl7' 

7 

OÙ go est le noyau de l'opérateur adiï et g-y correspond aux valeurs propres 
7(iî), H £ a. La. décomposition est orthogonale. Les formes linéaires 7 sont 
appelées racines restreintes de la paire (g, a), et les sous-espaces g^ sont les 
sous- espaces radiciels. 

Si Hi, . . . Hi est une base de a, et si le premier nombre non nul dans la suite 
{j{Hi), . . . , j{Hi)} est positif (resp. négatif), alors la racine 7 est dite positive 
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(resp. négative). La dimension de est appelée multiplicité de 7, et est notée 
771(7). Posons 

(6) P^\Y1 ™('^)^- 

7>0 

La somme 

est une sous-algèbre nilpotente maximale de g, et 

N = exp n 

est un sous-groupe nilpotent maximal de G. 

Le groupe G admet une décomposition d' Iwasawa 

G = KAN, 

ce qui signifie que chaque élément g £ G peut être écrit de manière unique 
g — khn, où k ^ K, h E A, n E N. De plus l'application {k, h,n) khn est 
un difFéomorphisme analytique de K x A x N vers G. 
Soit M le centralisateur de A dans K. Le sous-groupe 

P = M AN 

est appelé sous-groupe parabolique minimal de G. Un sous-groupe P' contenant 
P et différent de G est appelé sous-groupe parabolique. Un tel groupe s'obtient 
par extension de P = M AN en P' ^ M' AN, où M C M' C K. 

Soient G, K, A, M, N, P les groupes ainsi définis. Nous choisissons une 
représentation de dimension 1 

fi{h) = exp{i'{H)), hEexpH, 

du sous-groupe A = exp a. Alors la correspondance 

p — nihn I — > ô{mhn) — fi{h) 

définit une représentation de dimension 1 du sous-groupe parabolique minimal 
P. Cette représentation induit une représentation Ind^j^^(0(8) i^) du groupe G, 
que nous noterons par souci de concision 7^, agissant sur l'espace des fonctions 
/ sur G qui satisfont à la condition 

(7) f{9P)^Kh-')f{9), p^mhneP 

Les opérateurs luido), 9o G G, agissent sur ces fonctions par la formule 

Nous appelons ces représentations Ind^^^jY(0 v) ~ ly représentations de la 
série sphérique nonunitaire. 

Si des fonctions / sur G satisfont à la condition (0), elles sont déterminées 
par leurs valeurs sur un certain sous-groupe de G : la décomposition d'Iwasawa 
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G = KAN montre qu'elles sont déterminées par leurs valeurs sur K, et la 
relation 

(8) f{km) = f(k), m e Af, 

est satisfaite. 

Les opérateurs Iv{g) sont donnés par la formule 

h{g)f{k) = ^x{h-')f(k,), 

oii h Cz A et kg Cz K sont définis par la décomposition d'Iwasawa 

g^^k = kghn 

de l'élément g~^k. 
Le produit scalaire 

(/i,/2) = / h{k)h(k)dk 

J K 

est introduit dans l'espace des fonctions sur K. La relation (^) signifie que ces 
fonctions sont en fait des fonctions sur le groupe quotient K/M . 

Les représentations Ii, sont par conséquent réalisées dans l'espace des fonc- 
tions sur KjM . 



3.2. Décomposition du groupe SOo(n + 1, 1). — Pour ce groupe, nous 
avons K = SO(n + 1) : tout élément de K s'écrit en effet sous la forme 





R 





k = 









1 



oùiîe S0(?i + 1). 

D'autre part, le sous-groupe A est constitué des matrices 





In 





hn+l{t) = 











cosht smht 




sinht cosht 



où In est la matrice identité de type {n,n). 

Nous noterons H l'élément de o{n +1,1) tel que hn+i{t) — exptH. Ainsi, 

(10) H = £'n+l,n+2 + En+2,n+l, 

OÙ Eij est la matrice dont les coefficients sont les {Eij)rs — SirSjs- 
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Le groupe M est isomorphe à S0(7i). Le groupe N est constitué des matrices 



(11) 



"(a) = 





a* -a* 


a 
a 


l_Ml Ml 

l|a||^ 1 , ilaf 
2 ^ 2 . 



oià a = (ai, . . . ,a„) G M", et ||a|p = X^'^j- Nous vérifions facilement que N 
est ici abélien. 

En dernier lieu, pour g G SOo(n + 1, 1), le paramètre t de hn+i{t) G A, dans 
la décomposition d'Iwasawa g = khn+i(t)n, g G S0o(n+1, 1), est donné par t = 
ln[xo, g^o], où [x, y] = x^y^ + ■■■+ x"+^y"+^ - x"+^y"+^, ^o = (0, . . . , 0, f , 1), 
et xo = (0,... ,0,1). 



3.3. Série sphérique nonunitaire du groupe SOo(n + 1,1). — Nous 
avons ici 

a = {t{En+l,n+2 + En+2,n+l), t ë R}, 

ainsi les caractères du sous-groupe A et, partant, les représentations 
lnd^^jv(0® ^) = ^i' de la série sphérique nonunitaire du groupe SOo(7T.-f- 1, 1), 
sont- ils donnés par un nombre complexe i' = v{H), oh H est donné par (|lC). 
On notera donc ultérieurement v{H) — v et p{H) — p, p étant défini par (K). 
Nous avons alors en particulier p = ^. 

Puisque, pour S0o(?^ -I- 1, 1), nous avons K = SO(n -I- 1) et M — SO(n), 
les représentations Ii, sont réalisées dans l'espace £^(S") des fonctions de carré 
intégrable sur la sphère 

S" = SO(n + 1)/S0(n) C R"+^ 

De telles fonctions peuvent être considérées comme fonctions des coordonnées 
sphériques 6*1, . . . ,0„ sur S". En effet considérons l'élément P de S", de coor- 
données sphériques . . . , 6'„). Nous avons alors en coordonnées cartésiennes 

{xo, ...,Xn) 

( sin Q\ - ■ ■ sin 0„ \ 
cos d\ sin (?2 • • • sin f 
cos ^2 sin Qj, - ■ ■ sin ( 

P 



V 

De plus, l'application 

(12) (p:SO(n + l) 



cos Qn-x sin 0„ 

cos Qn 



jn+1 



(^(ff) = ffe„+i. 
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OÙ e„+i a pour coordonnées cartésiennes (0, . . . , 0, 1), donne le difféomorphisme 

S0(n + 1)/S0(n) S§", 
puisque le stabilisateur de Cn+i dans SO(n + 1) est donné par les matrices 



R e SO(ri) 







Dans cet isomorphisme, à l'élément P e S" donné ci-dessus correspond la classe 



eSO(n + l)/SO(n). 





sin 9i - ■ ■ 


sin 9n 




cos ^1 sin 62 


• • • sin On 


R e SO(n) 


cos 62 sin 6s 


• • • sin 6n 




cos 0n-l 


sin 9n 





cos 6 





Nous allons maintenant déterminer l'expression 
(13) IA9)f{k) = Kh-')f{kg), 

oùk€ K/M ^ g-^k = kghn G KAN, pour g & A ei g e N . 

Notons ki la rotation d'angle 9i dans le plan (ej, ej+i), donnée par 



ki 



1 

■•• 







cos Ui sm t/i 
— sin Oj cos 



1 



£K = SO{n + l). 



De même, k[ désignera une semblable rotation, d'angle 9\. 
A l'élément P e S" présenté plus haut correspond la classe d'équivalence dans 
SO(n + l)/SO{n) de l'élément k\k2 ■ ■ ■ kn, puisque la n + 1-ème colonne de 
l'élément k\k2 - ■ - kn est précisément formée des coordonnées cartésiennes de 
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P. Nous avons en effet (comme élément du groupe SOo(n. + 1, 1)), 

kik2 ■■ -kn ^ 

cos^i sin0icos02 ■•• sin^i • • • sin0„„i cos0„ sin • • • sin 0„ 

— sin 9i cos 01 cos O2 ■ ■ ■ cos di sin 6*2 •• • sin 0„_i cos 0„ cos 9i sin ^2 • ■ ■ sin 0„ 

— sin 02 ... cos 6*2 sin 6*3 •• • sin 0„_i cos 0„ cos 62 sin ^3 • • • sin 0„ 

... — sin 6'„ cos 6'„ 

1 



• Considérons tout d'abord g £ A, g — h„+i{t) comme dans (|9|), et posons 
k ~ kik2 ■ ■ ■ kn € K/M. Utilisant alors la décomposition d'Iwasawa et le fait 
que g G A commute avec chaque élément ki appartenant k M = SO(n), nous 
obtenons 

g~^k = kghn, h = /i„_|_i(u), n G N, 

on kg est du type 

kg = k\k2 ■ ■ ■ fcn— 
k'^ étant caractérisée par l'angle 0'^, tel que 

, , , ^, cos On cosh t — sinh t 

(14) cos0„ = — — — . 

cosn t — cos On smri t 

D'autre part une identification matricielle directe nous donne g^^k = kghn, 
h = hn+i{u), 011 

e" = cosh t — cos On sinh t. 
Enfin, au moyen de l'isomorphisme donné par (^|), nous obtenons la relation 

(15) l.{hn+i{t))f{0,, . . . , 0„) - (cosht - cos0„ sinhi)-V(^i, • • • , On-uO'J, 
où 0'^ est donné par ([ï^). 

• Considérons à présent le cas g Çz N , g — n{a), comme dans ( |ïï] ) : 

A nouveau nous posons k ~ k\k2---kn G K/M, et nous écrivons la 
décomposition d'Iwasawa pour g~^k. Chaque élément du groupe quotient 
K/M = SO(n + 1)/S0(n) est du type 

kg = k[k'2 - ■ ■ k[-jn, m G SO(ri). 

Un calcul matriciel direct nous conduit à l'identification 

g^^k — kghn n{sL}^^kik2 • • • fc„ — ^'1^2 ' ' ' k'n'tnhn+i{u)n[a) , 
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OÙ a = (ai, . . . , a„). Il convient de remarquer que u et 9'^, 1 < i < n doivent 
être déterminés, afin d'obtenir l'expression (^3|). L'identification ci-dessus nous 
conduit aux relations : 

||a||2 

= 1 H h ai sin 6i - ■ ■ sin 9n + «2 cos 6i sin 62 - ■ ■ sin 6n 

l|a|P 

H h a„ cos él^^ 1 sin 9^ — cos 9„ ; 

/ l|a|P 

cos 9'„ = e~"y — h ai sin 9i - ■ ■ sin 9n + «2 cos 9i sin 02 • • • sin 9n 

H ha„cosé'„_isin6'„ + (1 - -^^^J-) cos é»,!^ ; 

cos 6*,, — 1 
= 1 + ; 

e" 

cos6'^_i sin0^ = e^"(a„ + cos0„_i sin6'„ — a„ cos6'„); 
cos6'^j_2 sin6'^_i sin0^ — e~"(a„_i + cos6'„_2 sin0„_i sm9n — a„_i cos0„); 
cosél^ sin02 • • • sin0^ = e^"(a2 + cos 6*1 sin 612 • • • siné'„ — 02 cos0„) 

8in9'i sin02 ' ' ' sin^^ = e^"(ai + sin^i sinf?2 ■ • ■ sin0„ — ai cos0„). 
Ces égalités nous mènent enfin aux relations de récurrence suivantes : 



tan9[ = 



a 

«2 



(16) 



1 + sin 9i sin 92 ■ ■ ■ sin 9n — ai cos 9„ 

2 + cos 9i sin 92 ■ ■ ■ sin 9n ~ a2 cos 9n 

a2 + cos 6*1 sin 6*2 •• • sin 0„ - 02 cos 

cos 9\ tan 6^3 = 7 7 7 7— ; 

aa + cos 92 sin t'a • • • sin 9n — az cos 

a„_i +cos6l„„2sin6'„_isiné'„ -a„_iCos6'„ 
coséi;_2tanéi;_i = ^ — ; 

a„ + cos 9n- \ sm 9^ ~ a„ cos 9n 



cos - 1 

cosé»,, = 1 + — ; 



(17) 



= 1 H ^ h ai sin 9\ - ■ ■ sin 9n + a2 cos 9\ sin 6*2 •• • sin 9n 



a 

H h a„ cos 1 sin 9n — cos 9n ■ 

En conséquence, l'action d'un élément du groupe nilpotent N est donnée par 
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(18) /.(n(a))/(0i, ...,0n)^ {e-r-'fie',, . . . , ^Li, 
où 6*-, l < i < n et sont donnés par les égalités et ([Ï7|). 

3.4. Série sphérique nonunitaire pour l'algèbre de Lie o(n + 1,1). 

— Dans cette partie, nous décrivons la représentation infinitésimale associée 
à la série sphérique nonunitaire. Notons dlu (ou encore dlnd^^^jy (0 ® v)) cette 
représentation, qui est donc bien entendu une représentation de l'algèbre de 
Lie o{n + 1, 1). 

Considérons tout d'abord l'élément H — £"«+!, ri+2 + -E'n+2,ri+i- Nous avons 

hn+i{t) = exp(tiï), 
oià hn+i{t) est donné par (^, si bien que 

dh{H)f{9i, . . . , 0n) - j^(iAK+i{t))nei, . . . , e,S) lt=o. 

A l'aide de (|Ï5| ) nous obtenons directement 

(19) d/,(iî)/ = i/cos0„/ + sin0„^. 

Nous considérons à présent les éléments de l'algèbre de Lie nilpotente n C 
o(n+ 1,1), 

Ces éléments constituent une base de n, et nous avons, pour n(a) défini par 




n(a) = exp(aini H a„n„), 

de telle sorte que 

d/,(ni)/(0i, . . . , 0„) = ^ (/.(n(ai, 0, . . . , O))/(0i, . . . , 0„)) |ai=o 
dIAn2)f{0i, . . . , 0„) - ^ (/.(n(0, 02, 0, ... , O))/(0i, . . . , 0„)) U,=o 

d/.(n„)/(0i, . . . , 0„) = ^(/.(n(0,0, ... ,0, a„))/(0i, . . . , 0„)) U„=o- 
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Au moyen des expressions (|Ï6|), (17) et (|Ï8|), nous aboutissons aux résultats 
suivants : 



dl^{ni)f = — i/sin^i • • • sin0„/ 

,n /) ^v-«-l siné»! • • -siné»,» df 

(20) +(l-œs0„)E..i -^-—^-^^^5^ 



— (1 — cos0„) sinOi ■ ■ ■ siné*,!-!- 



et, pour 1 < i < n — 1, 

dlui'n.i+i)} = -l' cos é'isin 6*4+1 • • -sin^n/ 

-fl-cos6l ^ '^^"^^ ^/ 
" siné*,;-!-! • • • sin0„ dOi 

(^"^'' ,n \v-«-i sin6'j+i • • •siné'j 9/ 

+ (l-cose„)E,..+i sing,...sin^„ cos g, cos g,— 

dj 

-(1 - cos6'„)cos6'i sin 6*4+1 • • • sin6'„_i— — . 

sin 01 • • • sin ( 

Remarque 3.1. — Dans ces lormules, les notations du type 



sm Ui - ■ ■ sm f 



sinWi+i • • • sin6, . . 

ou — ; — : — — ^, bien que peu élégantes, permettent une meilleure lisibilité 

sin 9j--- sin On 

pour certaines valeurs de i ou de j. Il faut d'autre part noter que pour le cas 
i = n — 1, l'expression cos^i sinfl^+i . . . sin0„_i se lit cos0„_i. Nous adopterons 
cette convention dans toute la suite. 



Nous avons donc entièrement décrit les représentations de la série sphérique 
nonunitaire de l'algèbre de Lie o{n + 1, 1). Notre méthode consiste à identifier 
J^\{W^) comme un module particulier de cette série. Nous allons à présent 
procéder à cette identification. 



4. Preuve du théorème 1.1 



4.1. Dérivée de Lie de degré A en coordonnées sphériques. — Effec- 
tuons les changements de carte nécessaires pour établir l'équivalence cherchée. 

4-.1.1. Changement de carte dans o{n+l,l). — En vue de notre démonstration, 
il nous faut écrire les champs de vecteurs (H) de l'algèbre de Lie conforme en 
termes de coordonnées sphériques, et en déduire les expressions 



(/(0i,...,0„)(d0iA---Ad0„)^). 



16 



PASCAL REDOU 



Nous n'aurons en fait besoin que des expressions de Xq et des champs non 
afHnes Xi, pour 1 < i < n ; en effet des vérifications directes montrent que le 
champ Xq engendre la sous-algèbre a de dimension 1, et nous avons, avec la 
représentation adjointe dans o(n + 1, 1), 

adxoiXi) = -Xi, adxoiXi) = +Xi, 

si bien que l'algèbre de Lie nilpotente n = ^^^qS-j a pour générateurs les 
champs Xi, 1 < i < n. 

Les coordonnées stéréographiques et sphériques sont liées par les relations 

sin di ■ ■ ■ sin On cos di sin di^i ■ ■ ■ sin 0„ 

Sri = j Sn^i = , 1 < i < n — 1. 

1 — cos 6n 1 — cos 9n 

Nous obtenons alors par des calculs directs 

-Xo = -sin^nj^; 

- pour 1 < i < n — 1, 

Xn-t = -(1 +cos6'„)^— 

smt^i+i smt^„ oOi 

,n , siné»! • • •siné'j d 

+ (1 + cos 0„) 3in0i...sin^.sin^,-...sin^„ 

, n , a NSiné»,; • • -siné»,!-! 9 

+ (1 + cos6'„) — cosfcii— — ; 

sm Oi aOn 

- et enfin, 

X„ = (l + cos0„)E.=i 3in^....sing„ ^"^^'5^ 

d 

+(1 + coséln) sin 6*1 • • • sin6l„^i-— — . 

4.1.2. Dérivée de Lie de degré A. — Nous pouvons à présent décrire les actions 
et , 1 < i < n en termes de coordonnées sphériques : nous avons, en 
appliquant (|ï|), 

d 

Xcosdn, 
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l'opérateur cos 0„ du membre de droite étant un simple opérateur de multipli- 
cation. De même, pour 1 < î < n — 1, 

^ , sin^i d 
sm sm On dOi 
1^1, Nv-»-i sin 01 • • • sin 6»^ 9 

+ (1 + cos On) 3in0i...sing.sing,...sin0„ 

, M , Nsiné»» • • -siné»™-! ô 

+ ( 1 + cos tin ) r-7 cos 9t — — 

sm e'i aOn 



+A(^- (l + cosé*,,)^ 



cos 0, 



sin^i+i • • • sin^n 
n-i sinOi 



-{l + cos6n)Y.\=^+l -^—a ■ a ■ o ^ 

^ sm 6*1 •• • sm 6^^ sm Oj ■ ■ ■ sm ( 

. siné».; • • • sinéln-i 
- sm tin cos tii ■ — 



sm( 



et enfin 



rA (^ , , ^„-i sin6'i---sin6'j d 

L^^ = (l + cose„)E.=i -^-—^-«^^9^ 

a 

+ (1 + cos6'„)sin6'i • • •sin6'„_i— — 

Otin 



+Af-(l + cos0„)Eri'^ 



1 sin 6i - ■ ■ sin 0^ . 

: — :r- Sm é', 



— sin tii ■ ■ ■ sin 

Nous sommes à présent à même de démontrer l'identification de la dérivée de 
Lie de degré A à la représentation infinitésimale associée à une représentation 
particulière de la série sphérique nonunitaire du groupe SOo(n-|- 1, 1), que nous 
allons déterminer. 

DÉFINITION 4.1. — Nous désignons par Cjf (S") le sous-module de £^(§") 
formé des éléments de classe C°°, muni de la représentation dlnd^j^^ (0 (g) v) = 
dln de g, et de la représentation régulière à gauche de K, donnée par (|^). 

Nous nous proposons ici de démontrer l'équivalence des g- et X-modules !F\{W') 
etC-^(§"). 

4.2. Un résultat de cohomologie. — Pour les définitions cohomologiques, 
on pourra consulter l'ouvrage Q de M. Fuks. 

Nous donnons avant tout un résultat général, qui affirme que deux 
représentations de g qui diffèrent de la dérivée de Lie par deux cocycles 
cohomologues sont équivalentes {Lx désigne la dérivée de Lie le long du 
champ X). 
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Lemme 4.2. — Soient a et C2 S H'^{o{n+ 1, 1),C°°(R")). Nous avons 
Cl - C2 = Ô ^ Lx + Cl = Lx + C2. 



En effet, par hypothèse il existe (p E C°°(M") tel que ci — C2 = dip. Alors 
l'application 

^ : .Fa(§") TxiÏÏ") 
f ^e^f 

entrelace les actions Lx + ci et Lx + C2 : nous avons ci{X) — C2{X) = Lx^ 
pour tout X, de sorte que 

Lx + C2{X){e^f) = e^Lxî + ix(^)/.e'^ + C2{X)feV 
= e'^(Lxf + Lx{v)f + C2{X)') 
= e'^(Lx/ + ci(X)), 



ce qui démontre le lemme 4.2 



Notre démonstration de l'équivalence est basée sur deux équivalences suc- 
cessives. 

4.3. Première étape. — Notons tout d'abord M'^ la représentation de 
l'algèbre de Lie conforme sur donnée en coordonnées sphériques par 

l'action 

(on notera que A n'intervient pas dans cette action). Une première étape dans 
notre démarche est donnée par le lemme suivant : 

Lemme 4.3. — Les représentations dl^, et M'^ sont équivalentes. 

En effet nous identifions les bases vectorielle et matricielle de o{n + 1, 1) par 
la correspondance Xq f—^ H, Xn ^—^ —ni et Xn-i — n^+i, 1 < î < n — 1, 
si bien qu'à l'aide des formules (^9|), ( ^ ) et (^ïj), nous obtenons directement 
pour tout X G o(n + 1, 1) 

ori 

TT : c;f (S") — > J^a(S") 

f{9i, ...,dn)^ fiOi, . . . , 0„_i, TT + 0„)(d0i A • • • A d^?„)\ 

Il nous reste à présent à démontrer que les représentations et i^, qui 
s'effectuent toutes deux sur JFa(§"), sont équivalentes si et seulement si = n\. 



Nous nous appuierons à cet effet sur le lemme 4.2. 
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4.4. Deuxième étape et équivalence. — Avant tout, constatons les deux 

■ d 

faits suivants, vérifiés pour tout X = Y^^ l'algèbre de Lie o(n+ 1, 1) : 

- L\ est du type Lx + c\{X), avec c\{X) = ADivX, oii DivX = 



dX" 

- est du type Lx + C2{X), avec C2{X) = v . 
Nous avons donc avec ces notations 

ci(X)-C2(X) = A(DivX--^). 

Nous allons à présent prouver que DivX — — — est un cobord dans l'espace 

A dOn 

de cohomologie H^(o(n+ 1, 1),C°°(K")). Nous prouvons précisément que c'est 
le cas si et seulement si = nA. 



Proposition 4.4. 



DivX-a— — eÔe H^(o(n+l,l),C°°(IR")) ^ a = n. 

oOn 



En effet, si nous écrivons l'équation 



(22) Div(X) - = #(X) 



pour chaque élément X de o(n + 1, 1), nous obtenons les n + 1 équations suiv- 
antes : 

- pour X = X„, 

/ 1^ • û -a /I , a ^ ,r^n-i sin6'i • • • siné^j . 

(a - 1) sm é»! • • • sm 6'„ - (1 + cos 9n) Z^,-i -r—pi ^-7- sm 

sm6i ■ ■ ■ sm6n 

n , . ^ siné»! • • -siné^i n ^'^ , ■ û ■ û \ 
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pour les Xn^i, 1 < î < n — 1, nous avons n — 1 équations indexées par i 
(a — 1 ) cos 0i sin 0i+i ■ ■ ■ sin On 



-(l + cos6'„)(- 



COSf 



■ ■ ■ 



smf 



(23) 



(l + cosél„)( 



„_i smOi- ■ -smOj . 
> ■ cosfc'iSmfc', 

sin dif 



sin • • • sin 0„ 



Y-n-i sin 6>i ■ ■ ■ sin 6>j a ^ 

sin 01 • • • sin sin 0, • • • sin 0„ * ^ dO. 



+ cos t/i sm Oi+i ■ ■ ■ sm ( 
enfin, pour X = Xq, 



(a - l)cos6'„ = -sin6l„— -. 

Ct/„ 

Le système linéaire formé de ces n + 1 équations admet une unique solution 
donnée par 

dip fc — 1 



dOk tan 9k ' 

a = n. 



1, 



En effet, pour résoudre ce système nous pouvons procéder de la façon suivante : 

- Appelons 5*1 le système donné ci-dessus, et numérotons de (1) à (n + 1) 
les équations, dans l'ordre décrit : ainsi, l'équation (1) est obtenue en 
appliquant l'équation ( p^ ) au champ X„, et pour i variant de 2 à n, 
l'équation (i) est obtenue en appliquant cette équation ( p^ ) au champ 
Xn-i+i- Enfin, l'équation {n + 1) est obtenue par ce même procédé, au 
moyen du champ Xq. 

1. Multiplions l'équation (1) par cos^i, et soustrayons au résultat 

obtenu le produit de l'équation (2) par sin^i : nous obtenons — — = 

061 

0. 

2. Multiplions l'équation (1) par sin^i, et additionnons au résultat 
obtenu le produit de l'équation (2) par cos 61 : nous obtenons une 
nouvelle équation, 011 ne figurent plus les termes oîi apparaissait 
l'angle 6*1. Nous construisons alors un système composé de n 
équations numérotées de (2) à (n + 1), oii cette nouvelle équation 
porte le numéro (2), et les autres équations sont inchangées par 
rapport au système Si. 
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Répétons le procédé décrit ci-dessus, permettant, pour i de (1) à (n — 1), 
de passer du système Si au système Si+i : dans Si, les équations sont 
numérotées de (i) à (n + 1). On procède en deux temps : 

d z 1 

a. (i)cos6'i - (i + l)siné'i ^=> = -- 



d9i tan^i ' 

b. (i) s'mdi + {i + 1) cos 6i est l'équation {i + 1) du nouveau système 
Si+i- 

Explicitement, l'équation (i) du système Si est la suivante : 

i - 1 



(a — 1) sin^i • • • sin0„ — (1 + cos 6'„)f^ — ^ ^^'^ ' . 

Vsm^i+i • • • SI 



sm Uri sm c 



/i /in/ COS0, 

l + cos0„ — 

Ysm^i+i • • • 



^n-i sm fc/i ■ ■ ■ sm Oj 

^^=*+i siné»! • • -siné», sin^j • • 

sm9ri dOi 



sin 9i - ■ ■ sin 6j ■ n n ^'^ 



smWiCosf/,— — 

■'"^ sin ^1 • • • sin 0i sin • • • sin a^j 

+ sin6'i • • -sinéin-i— — , 

et l'équation {i + 1) du système Si est simplement (^3|). 

Nous vérifions alors facilement par récurrence les assertions a. et b. 
ci-dessus. 

Le système Sn s'écrit enfin 



ÎX — 1 U(û 

(a - l)sin6l„- (l-t-cosé*,,)^— - = (l + cos0„)-^ 

sm On â&n 

d 

(a - l)cos6l„ = -sin^n— — 

et ce dernier système admet clairement une solution unique, donnée par 
dif n — 1 



dOn tan 6 k 



et a = n. 



Le système Si est ainsi résolu, et la proposition 4.4 est démontrée. 



Ainsi en appliquant le lemme 4.2, nous avons démontré que les g-modules 
JFa(§") et C,'J^(§") sont isomorphes. Il est de plus clair que cet isomorphisme 
est compatible avec l'action de K, puisque l'action du groupe K est donnée 
sur chaque espace par la même représentation régulière à gauche. Ainsi, si nous 
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désignons par l'isomorphisme de g-modules de ^a(S") vers C^(§"'), il vient 
immédiatement 

ip{k.if{0i, 9n)idei A • • • A de,,)^)) = k.ip{f{9i, 9n)d9i A • • • A d0n)^), 

pour tout k e K. 

Le théorème 1.1 est donc démontré. Nous écrivons 

L^^dlnd'ij^j,{0<»nX){X). 

Nous décrivons à présent en détail les (g, if )-modules de la série sphérique 
nommitaire, dans le but de leur identifier ceux de J-'\{S"). 



5. {q, i^)-modules simples de la série sphérique nonunitaire 

Nous devons avant tout donner des indications précises sur les représentations 
du groupe K = SO(ri + 1). Deux cas sont à considérer, selon la parité de n + 1. 
Nous ne donnons les détails que pour n + 1 = 2k, le travail étant similaire pour 
n + 1 impair. 

Les notations utilisées dans tout ce qui suit sont celles utilisées par 
M. Guichardet dans (d), appendice B.IO). 

5.1. Poids et représentations de SO(n + 1). — Nous posons ici n + 1 = 
2fc, c'est à dire k — [^^^], oii [p] est la partie entière de p. 

Rappelons avant tout la définition des racines et poids : Soit g une algèbre de 
Lie semi-simple, et f) une sous-algèbre de Cartan de g. 

- On dit que a G f)* est une racine de (g, [}) si le sous-espace Qa défini par 

fla = e : [H, X] = a{H)X G ()} 

est non réduit à {0}. 

- On dit que A G [)* est un poids d'une représentation r de g sur un espace 
V si le sous-espace V\ défini par 

Vx^{veV : t{H)v = X{H)v G f)} 

est non réduit à {0}. Ainsi, une racine de (g, f)) est un poids pour la 
représentation adjointe dans g. 

En ce qui nous concerne, prenons d'abord une base de l'algèbre î — o(n+ 1) 
et notamment d'une sous algèbre de Cartan : cette sous-algèbre de Cartan \) 
est engendrée par les éléments 

Hr — i{E2r-l,2r — £^2r,2r-l), r — 1,2, . . . ,k. 

Considérons les applications linéaires sur cette sous-algèbre de Cartan données 
par 

£r{^lHi + • • • + XkHk) = Xr- 
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Les racines de (o(n + !),[)) sont, pour 1 < r < s < fc, les applications 

Nous ne donnons pas les éléments et sous-espaces radiciels, inutiles ici. 

- Les racines positives sont Sr — £s, Sr + Es- 

- La plus grande racine est ei -|- £2 (poids dominant de la représentation 
adjointe.) 

- Les poids fondamentaux (Z-basc du réseau des poids) sont 

rur ~ £1 + £2 + ■ ■ ■ + £r, r — 1, . . . ,k — 2; 

■^k-i = |(ei + £2 H h £k-i - £k); 

■^k = 5(ei + £2 H H £fc-i + £*;)• 

Par conséquent si un poids A s'écrit 

fc fc 
A = ^ XiZUi = ^ ^i£i, Xi £ Z, 

i=l i=l 

nous aurons 

Al = Ml ^ f^2i ^2 = /^2 — M3i • • ■ I Afc-l = Mfc-l ^ Mfei ^k = f^k-1 + Mfc- 

A est un poids dominant si et seulement si tous les Ai sont positifs, ce qui nous 
donne 

^J'l > ^J■2> ■ ■ ■ > Mfc-i > lA^fel- 

Les /ii sont entiers ou demi-entiers non entiers. Ces poids dominants sont aussi 
ceux du groupe Spin(2fc), revêtement universel à deux feuillets de S0(2fc). Ceux 
de S0(2fc) sont obtenus avec les fii tous entiers. 

Une représentation est caractérisée par son plus haut poids, et ce dernier est 
forcément un poids dominant. Ainsi une représentation de S0(2fc) est notée 

£)mi,...,mfc^ avec |rni| < r7i2 < • ■ ■ < "ifc-i < Wfc, 
011 nous avons noté toi = fik, ^2 — fJ-k-i, ■ ■ ■ mk = /ii. 

De même, dans le cas 011 n -|- 1 est impair, ri + 1 = 2fc -|- 1, on démontre que 
pour une représentation de S0(2fc + 1) on peut noter 

£)mi,...,mfc^ < mi < TO2 < • • • < TOfc-1 < TOfc. 

5.2. (g, )-modules. — Nous donnons tout d'abord quelques indications 
concernant les (g, iîr)-modules, dont on pourra trouver les détails dans l'ouvrage 
PH l de M. Knapp par exemple. 

Il convient tout d'abord de remarquer que J^a(S") satisfait aux conditions de 
définition d'un (g, A')-module données en introduction de cet article, si ce n'est 
que tout vecteur de cet espace n'est pas forcément iiT-fini : en effet, nous avons 
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une représentation (analytique) que nous notons tt de G = S0o(". + 1,1) C 
DifF(§"). D'autre part dans G nous avons 

kexp{tX)k^^ = exp(Adfc • tX) 

pour tous k€K,t^R, XÇzQ (voir par exemple |^], par. 6, cor. 2). En 
prenant la dérivée en f = de TT{kexp{tX)k~-^) ■ v, la différentielle dn : g — > 
End(J^A(S")) est telle que l'on obtient 

d7r(Ad(fc) ■X)-v^k- (diriX) ■ (fc^^ • v)). 



Lorsque K agit au moyen d'opérateurs unitaires la représentation tt de G re- 
streinte k K se décompose en somme directe orthogonale d'espaces sur lesquels 
elle est irréductible, et la multiplicité de chaque représentation est bien définie : 



(24) ttIk ^ J2 



reK 

OÙ K est l'ensemble des classes d'équivalence des représentations irréductibles 
de K et oii chaque multiplicité rir est un entier positif ou est +oo. Un vecteur 
d'un de ces irréductibles iiT-espaces est K-fmi, de sorte que l'espace des vecteurs 
K-ûnis est dense dans E. Les classes d'équivalence r dans (U) de multiplicité 
non nulle sont appelées les if -types de tt, et rirT est la composante isotypique 
de type r. 

Une telle représentation tt est dite admissible si n{K) opère par des opérateurs 
unitaires et si chaque r dans K est de multiplicité finie. 

Nous allons voir que c'est le cas pour ce qui nous concerne : M. Vilenkin 
a démontré dans que la représentation régulière à gauche de SO(n -I- 1) 
est unitaire pour le produit scalaire usuel dans £^(§") et se décompose en la 
somme directe 

7i(if) =07^"+!''", m&N 

des sous if-modules 7^"+^''" des polynômes harmoniques homogènes en les co- 
ordonnées cartésiennes, chacun de ces sous-modules étant simple (excepté pour 
le cas n = 1 où 7i^'™ est somme directe de deux sous-modules simples de dimen- 
sion 1, du fait du caractère abélien de S0(2)), et de multiplicité 1. L'isomor- 



phisme donné par le théorème 1.1 nous montre donc que notre représentation 
est admissible, à condition bien sûr d'avoir prouvé que les 7^"+^'™ décrivent de 
manière exhaustive l'espace des vecteurs if -finis. 



5.3. (g, /f )-modules pour ïnd (0 ® v> -\- p) . — Afin que nos notations 
soient en accord avec celles données dans ([^j, appendice B.IO), nous étudions la 
représentation induite par le caractère a^^'^ de A et non a'^ comme nous l'avions 
fait auparavant. Ainsi, nous étudions les vecteurs A'-finis de la représentation 
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lnd^j^^(0 (S) i' + p), et non Ind^j^jY(0 ^ ly). Il convient de noter dés à présent 
que nous avons démontré l'équivalence 

Aussi nous faudra- t-il remplacer v + p par nX dans les résultats qui suivent. 

Notons i?o,i/ le (g, if )-module des vecteurs ii'-finis de Ind^j^jY(0 v + p). 
Nous avons 



(25) Eo,.\k^^D' 



0,...,0,m 



m G N pour n > 1 
m G Z pour n ~ l 



Remarque 5.1. — Nous utilisons la propriété fondamentale ^ = -Eo.-i/ 
(dual if-fini). 

5.3.1. Résultats pour G = S0o(2, 1). — Nous référant à (||, appendice B.IO), 
nous posons ni — -foo, et interprétons les résultats donnés pour n — 2k. 
Suite de composition de Eq^i, : 

Eq i, est simple ssi ^ ^ + Z. Dans le cas contraire, il admet trois sous- 
quotients simples notés E^^, Eq^, Eq^. Leurs restrictions à K sont les suiv- 
antes : 

- L'entier m de i^Q est caractérisé par |m| < — i. 

- Celui de E^^ par -|- ^ < ±m. 

- Eq est un sous-module de Eç,,y si < 0, et un quotient si > 0. 

- Les trois sous-quotients donnés ci-dessus sont des (g, if )-modules simples. 

- Les sous-modules de dimension finie de E^o.i^ sont les E^ ^,, pour < 0. 
Les modules unitaires sont : 

- Eçijj pour V imaginaire pur (série principale unitaire). 

- Eq y pour V g]0, i[ (série complémentaire). 

- Eq_^ pour G 5 + Z (série discrète). 

5.3.2. Résultats pour G = SOo(n + 1, 1), n > 1. — Utilisant les mêmes nota- 
tions, nous constatons que les cas n + 1 = 2k et n + 1 = 2k + 1 donnent pour 
ce qui nous concerne les mêmes résultats, qui sont les suivants : 

Suite de composition de Eq^^, : 

- Si n est pair, i?o,i/ est simple ssi ^ ^ Z ou = ±(0, 1, . . . , ^ — 1) ; 

- Si n est impair, iJo,i/ est simple ssi v ^ ^ + Z ou ly — ±(5, |, — 1) ; 
Dans le cas contraire, c'est à dire si = i(f j f + Ij • ■ • )i il admet deux sous- 
quotients simples notés Eq ^ et Eq^. L'entier m de Eq ^ est caractérisé par 
m < — k + ^, et celui de Eq^ par m > ji^l — fc -|- |. 

Eq y est un sous-module de dimension finie de i?o.i/ si < 0, et un quotient 
si > 0, et on obtient ainsi les sous-(g, K) -modules de i?o,i/- 
Les modules unitaires sont les suivants : 
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- £^0,1/ pour V imaginaire pur (série principale unitaire). 

- i?o,i/ pour u g]0, Ç[ (série complémentaire). 




De cette classification exhaustive des (g, iir)-modules simples et unitaires de 
Inàfij^j^iQ ® v + p), nous allons déduire la classification inhérente au module 
^a(S"). 



6. Preuve du théorème 



A l'aide du théorème 



1.1 



nous pouvons identifier les vecteurs iiT-finis de 



!F\{W^) à ceux de Cjf'(§") , de la manière suivante : 

6.1. Vecteurs JC-finis. — Nous utilisons les notations données précédemment. 
Posons 



on Pm décrit l'ensemble des polynômes harmoniques et homogènes de degré m 
en les coordonnées , . . . , x„ . 

j^n+i,m considéré comme sous-espace de JFa(§") à l'aide du "relèvement" 
(|^). Nous considérons cet espace comme A'-module, i.e. comme SO(n + 1)- 
module, avec la représentation régulière (fco • f){k) — jik^^k). Le if -module 
j^n+i,m simple pour n > 1, et pour n = 1, il est la somme directe de deux 
if- modules simples, notés Hm et H -rai engendrés respectivement par l'élément 
(xo -I- ia;i)'"(a;o -I- x\)~^~'^, et par son conjugué. 

Des vérifications directes (voir par exemple théorème 5.2.4, ou encore 
Q, page 89) montrent les faits suivants : 

- Sin=l,iï±,„ = i?±'"; 

- Si n > 1, TY^+i'™ est un X-module de plus haut poids mei, avec l'élément 
primitif 

_ (XQ+iXl)"^ 

Ainsi = jjQ......Q,m ^ 

Posons 

m 

Nous savons que l'espace des vecteurs K-imia de la représentation indifite 
lnd^^^(0 ®v + p) est donné par (|25|). Par l'équivalence démontrée, nous pou- 
vons énonçer le résultat suivant : 
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Proposition 6.1. — Le {g, K)-module des vecteurs K-finis de l'espace des 
densités tensorielles sur la sphère est isomorphe à l'espace Ti-IK) des polynômes 
harmoniques en les coordonnées cartésiennes sur la sphère. 

6.2. Classification. — Nous achevons au moyen des résultats précédents la 
démonstration du théorème 



1.2 



Cas n = 1 : Eq ^, ~ ®|m|<|!y|-i ^'^^ espace est un sous-module 
simple de dimension finie pour G ^ — N. Ainsi, si = — i — /, / G N, 
nous avons v + p = —l (pour SOo{n + 1, 1), p — d'où |m| < — 



m 



< l. Par conséquent nous obtenons le sous-(0, iir)-module 
simple de dimension finie qui est la somme directe de ii'-modules simples 
®\m\<i^rn pour A = — /, dans !F\[Ei^), ce qui correspond à l'ensemble 
des polynômes harmoniques homogènes de degré < l en les coordonnées 
cartésiennes xq,xi. 

De la même façon, les autres sous-(0, i^)-modules simples sont obtenus 
pour A — 1,1 G N*, et sont les sous-espaces donnés par E^^\k = 
®z<m^ni et E^_^\k = ©-,„<-; -H^-m- Remarquons que la somme di- 
recte de Eqjj et Eq est l'ensemble des polynômes harmoniques de degré 
>l. 

- Cas n > 1 : 

- Si = — Ç — ^, Z G N, ce qui équivaut k v + p = — Z, il existe un 
unique sous-(g, -ftr)-module simple de Ti.{K), de dimension finie, donné 
par le sous-espace Eq^,\k = ®m<\u\-:^'^"~^^'"^ ■ sous-(0, iir)-module 
de J-'x{S") est donc donné, pour l + nX = 0, par l'ensemble des polynômes 
harmoniques homogènes de degré < / en les coordonnées cartésiennes (en 
effet m < — ^ <;=^> m < —nX). 

- Si ly — ^ + l, l Çz N, ce qui équivaut k + p ^ l + n, on obtient 
un unique sous-(g, )-module simple de dimension infinie, qui est l'es- 
pace des polynômes harmoniques homogènes de degré > Z -I- 1 ; ce cas 
correspond à la valeur nA = l + n •i=^ X = l + l/n. 

Il reste à traduire les conditions d'unitarisabilité de chacun ce ces 



(g, isr)-modules. Nous obtenons facilement les résultats du théorème 1.2, 
en interprétant les résultats de classification des (g, ii')-modules pour 
lnd^j^^(0 V + p) avec l'égalité v + p = nX. Par exemple, l'assertion 
g] - f , f [\{0} équivaut k ly + p G]0,n[\{f }, c'est à dire A g]0, Les 
autres assertions d'unitarisabilité s'obtiennent de la même manière. 



Le théorème 1.2 est démontré 



Remarque 6.2. — Le cas n — 1 peut être déduit directement de la classi- 
fication des représentations de SL(2,M) : adoptant la démarche de M. Lang 
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dans |l2| , il convient à cet eflFet d'observer que l'espace des vecteurs if -finis de 
JFa(S^) est la somme ® 7Î2i, l G 1^, on Hm est l'espace de la représentation de 
S0(2) c SL(2,R) de caractère 

cosé» siné»! 
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